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Resumo: A representacdo em ambiente computacional dos métodos da mecdnica analitica, utilizando
linguagens de programagdo funcional, permite simular e, em alguns casos, obter a solucdo numérica e
simbdlica de diversos problemas fisicos cldssicos. As linguagens de programagdo funcional sdo baseadas
em definicoes e aplicacoes de funcoes e permitem a abstracdo da mdquina durante a resolugdo dos
problemas. Este subprojeto visa empregar a linguagem de programagdo funcional Scheme para
desenvolver programas computacionais para a andlise de fendmenos dindmicos associados a Mecdnica
Cldssica. Pretende-se assim aplicar métodos variacionais associados a Mecdnica Analitica, expressos
em linguagem funcional, na resolucdo de problemas de descricdo de corpos rigidos, osciladores e

estabilidade de orbitas.

Palavras chave: Mecdnica Cldssica, Simulacoes Computacionais, Andlise Simbdlica, Programagdo

Funcional.

1 - Introducao

A descricio Newtoniana da mecanica cldssica € baseada na definicdo das forgas envolvidas no
movimento do corpo (ou sistema de particulas) e na resolu¢do das respectivas equagdes de movimento.
Quando todas as forcas que agem sobre o sistema sdo conhecidas, podem-se obter as equacdes de

movimento através da segunda lei de Newton:
Fo® (1.1
dt
onde F € a forca resultante sobre um dado sistema e p € o momento linear:
=my = md—(1.2).
dt
Para sistemas simples onde todas as forcas sdo conhecidas a priori essa abordagem € favordvel. No
entanto, nem sempre € possivel explicitar todas as forcas, como no caso de sistemas vinculados, por
exemplo, uma particula restrita a uma superficie mével, ou um péndulo duplo oscilando num plano
vertical fixo. Nestas situagdes a abordagem Newtoniana se torna inadequada (Sussman e Wisdom, 2001).
Em suma, na mecinica Newtoniana, a determinacao da for¢a é fundamental na descricdo do movimento.
A mecanica analitica surgiu como uma nova formula¢do matematica para descrever os principios
fisicos fundamentais da mecéanica cldssica. Se por um lado a mecéinica de Newton é baseada

fundamentalmente em aspectos geométricos e vetoriais, tal como a forca, na mecanica analitica o

movimento do sistema pode ser expresso por grandezas escalares (dngulos, energia, etc). No formalismo
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lagrangiano emprega-se uma grandeza escalar, que para muitos sistemas pode ser definida como a
diferenca entre energia cinética e potencial, chamada de Lagrangiana do Sistema, dependente somente do
tempo, da configuracdo e da taxa de variacdo da configuracdo do sistema. Através da aplicagdo do
principio de "Minima A¢do" (conhecido também como principio de Hamilton) na solug@o da integral da
Lagrangiana, pode-se distinguir, dentre todas as possiveis, aquela que € a trajetéria real do sistema. A
trajetéria que satisfaz este principio € a solucdo de uma equacgdo diferencial, conhecida por equacdo de

Euler-Lagrange:

ia_L_a_L—O(l 3)
di dg; 9q, o

onde L representa a Lagrangiana do sistema, ¢, representa as chamadas coordenadas generalizadas do

sistema e c']i suas derivadas temporais (Marion; Thornton, 1995).

Essa formulagdo traz uma série de conveniéncias e generalizacdes sobre a Newtoniana: (i) ndo é
mais necessdrio conhecer todas as forgcas que atuam sobre o sistema, pois seu estado € totalmente descrito
por uma fung¢do escalar L (Lagrangiana do sistema), que pode ser encontrada em termos da energia; (ii) a
equacdo de Euler-Lagrange pode ser utilizada para qualquer sistema de coordenadas generalizadas.
Utilizando essas coordenadas, pode-se descrever univocamente a configurag@o do sistema a cada instante,
obedecendo as restricdes de natureza cinemdtica impostas a0 movimento, sem, no entanto, existirem
equagdes de vinculos. Assim, um sistema com n coordenadas cartesianas e p equagdes de vinculos pode
ser reduzido para um sistema com n-p coordenadas generalizadas, onde existe n-p graus de liberdade e,
consequentemente, n-p equagdes independentes de Euler-Lagrange (Lemos, 2004).

A representacdo em ambiente computacional dos métodos da mecénica analitica na solu¢do das
equacdes de Euler-Lagrange, relativas a diferentes sistemas fisicos, permite criar programas que
descrevam toda formalizacdo do problema e que possam ser testados, visualizados, e, em alguns casos,
generalizados (Sussman; Wisdom, 2001). Para este tipo de modelagem computacional de fendmenos
fisicos, o uso das linguagens de programagao funcional (LPF) pode ser uma interessante alternativa, pois
permite que o movimento do sistema seja simulado, sem que para isto seja necessdrio resolver
analiticamente as equagdes de Euler-Lagrange, que em alguns casos envolvem calculos ndo triviais. Neste
tipo de linguagem, os algoritmos e programas sao expressos através de definicdes de fungdes e permitem
ao programador uma abstragdo da mdquina, focalizando a descricdo e resolucdo do problema (Sussman e
Wisdom, 2002). Sussman e Wisdom (2002) ainda ressaltam que a tarefa de expressar
computacionalmente os métodos da mecanica analitica pode levar a uma compreensdo mais profunda da
Mecanica Classica, representando um importante exercicio no aprendizado dos métodos analiticos, além
de forcar o uso de uma notac¢do ndo-ambigua e clareza na anélise.

Para demonstrar a potencialidade da aplicacdo das LPF, neste projeto é apresentada uma
simulagdo computacional do péndulo simples ndo linear e do pido simétrico com um ponto fixo,
utilizando a linguagem Scheme, um dialeto da linguagem Lisp, com uma sintaxe simples, clara e com

poucas regras (Abelson; Sussman, 1996). Scheme conta com uma biblioteca, conhecida por Scmutils, que
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implementa operadores genéricos da linguagem sobre uma variedade de objetos matemadticos e contém

ricas ferramentas de processamento simbdlico e numérico (Sussman; Wisdom, 2001).

2 — Objetivos

O objetivo primeiro deste subprojeto € o estudo da Mecanica Cldssica fazendo uso do ferramental
tedrico da Mecénica Analitica descrito em linguagem de programacdo funcional. Pretende-se assim
avaliar a adequacdo de linguagens de programacdo funcional, especificamente a linguagem Scheme em
conjunto com a biblioteca Scmutils, na descri¢@o e simulag@o de sistemas fisicos cldssicos.

Ao aplicar métodos e abordagens variados na simulacio dos sistemas fisicos propostas é esperado
gerar um ferramental computacional que poderd ser utilizado na andlise de sistemas distintos dos

propostos neste subprojeto.

3 — Metodologia

O Estudo da linguagem Scheme se deu através de um estudo dirigido do material de referéncia
How to Design Programs (Felleisen et al, 2001) e Structure and Implementation of Computer Programs
(Abelson; Sussman, 1996). O aluno elaborou desenvolveu programas relevantes para o projeto e efetuou
experimentos numéricos no intuito de explorar as potencialidades da linguagem de programagdo. O
acompanhamento dos avangos do aluno foi feito através de reunides semanais e semindrio com o grupo
de pesquisa.

Os formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano foram abordados seguindo os livros da referéncia
Lemos (2002), Marion e Thornton (1996) e Whittaker (1917), além de notas de aula preparadas pelo
orientador. Para cada assunto tratado foram feitas reunides periddicas onde o bolsista apresentou
demonstragdes dos principais resultados e exemplos relevantes.

Na etapa de implementagdo e simulagdo foram definidos dois sistemas fisicos para serem
estudados: o péndulo ndo-linear e o pido simétrico com um ponto fixo. A modelagem matematica é
efetuada de modo a obter a expressdo da lagrangiana em funcdo das coordenadas generalizadas que
descrevem o movimento do sistema. Partindo da lagrangiana deve-se obter a equacdo do movimento
associada a cada coordenada generalizada através da equacdo de Euler-Lagrange, gerando um sistema de
equacdes cuja solugdo representa a trajetéria do sistema. A modelagem computacional € feita seguindo o
seguinte procedimento: como passo inicial, descreve-se a lagrangiana em linguagem funcional, em
seguida gera-se um sistema de equagdes e finalmente é feita a simulagdo, que consiste em resolver
numericamente o sistema gerado. A biblioteca Scmutils associada a linguagem Scheme disponibiliza
fungdes que permitem gerar o sistema de equacdes diferenciais dado a lagrangiana do sistema e também
resolver numericamente um sistema de equagdes diferenciais (Sussman; Wisdom, 2001).

Os resultados da simulagdo sdo comparados com os resultados analiticos (solu¢do do sistema de
equacdes gerada para cada coordenada generalizada) com o intuito de validacdo da simula¢do. Um
primeiro resultado a ser comparada é o grafico gerado pela simulacdo e pela solugdo exata analitica. Os

critérios de comparacdo gréfica sdo: formato do gréfico, pontos de zeros, pontos de maximo e periodo de
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oscilagdo (caso seja periddico). Uma andlise mais aprofundada pode ser feita considerando o erro

absoluto entre os valores calculado usando a soluc¢fio exata analitica e a simula¢do no ambiente Scheme.

4 - Resultados e Discussdes

Dentro do estipulado no cronograma do projeto, o aluno revisou a linguagem Scheme,
apresentando um pequeno semindrio interno ao grupo de pesquisa, onde foram feitas demonstracdes de
alguns programas escritos em Scheme com o intuito de explorar as potencialidades e adequacdo da
programacdo funcional em Scheme & modelagem computacional e simulag@o de sistemas fisicos.

Seguiu-se o estudo dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano e simula¢cdes computacionais.
Alguns Tépicos estudados pelo bolsista foram: dindmica e cinemadtica de corpos rigidos, dngulos de
Euler, tensor de inércia e movimento do pido simétrico com um ponto fixo. Além destes tépicos, foi
necessdrio um breve estudo de fungdes elipticas, visto que as solucdes analiticas dos dois problemas

atacados envolviam esta classe de fungdes matemadticas.

4.1 — Péndulo Simples Ndo-Linear

O primeiro sistema fisico simulado e analisado foi o péndulo simples nao-linear. A lagrangiana do
péndulo foi encontrada em fungdo da coordenada generalizada 0, que representa o angulo entre o péndulo
e a vertical. Na figura seguinte temos um diagrama representando o péndulo e as grandezas envolvidas na

determinagdo do comportamento do péndulo.

Figura I. Representagdo esquemadtica do péndulo simples sob acdo da gravidade, onde 6 € o angulo entre

o péndulo e vertical, / € o comprimento, 7 a massa do péndulo e g a gravidade.

A lagrangiana pode ser obtida como a diferenca entre a energia cinética T e a energia potencial V.
Escrevendo a energia cinética e potencial em termos dos pardmetros considerados no esquema acima

obtemos a seguinte expressdo para a lagrangiana.
1 opm
L= Eml 0° +mglcos(f) 4.1).

Aplicando esta lagrangiana a equagdo de Euler-Lagrange obtém-se a seguinte equacao diferencial
que rege o movimento do péndulo simples ndo-linear.
6+ sin(8) =0
4.2).
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Belendez et al. (2007) resolvem a equacdo diferencial e escrevem a solugdo em termos da funcdo

eliptica de Jacobi sn(u;m) e da integral eliptica completa do primeiro tipo K(m) (Armitage; Eberlein,

2006). Considerando as seguintes condi¢des iniciais: 8(0) =6, e 9(0) =0, a solugdo encontrada é:
. . .2 0() 2
6(t) = 2arcsin{sin 6, - sn| K| sin S5 w,t;sin” 6, | (4.3)

Seguem os graficos gerados a partir da solucéio analitica (utilizando o software GNU Octave), da

simulagdo feita no ambiente Scmutils e a erro absoluto entre estes valores.

R I I N R T PR R PR TR Ez&a&s%o%l‘zz'ts'tat't

(a) (b)

1.Be-11

line 1

1.4e-11

Figura 2. 6(t) em funcdo do tempo com 6,

1.2e-11

=0.99x. (a) Gerado pela simulacdo (b) plotado no

1e-11

Gnu Octave usando a solucdo analitica (c)

Be-12
Diferenca em valor absoluto entre os resultados

Be-12

2 da simulagdo e da solugdo analitica.

2e-12

()
Podemos observar que para este valor de 6y, o comportamento da solucdo se desvia
consideravelmente do oscilador harmdnico, que € solucao do problema do péndulo quando se lineariza o

sistema. Vale notar que a simulacdo acompanha o comportamento da solu¢do exata analitica e que o erro

absoluto maximo é da ordem de 107",

4.2 — Pido Simétrico com um ponto fixo sob agdo da gravidade.

O pido simétrico (figura 3) € um corpo rigido de massa M que apresenta simetria em torno de um
eixo e apresenta um vértice no fim deste eixo. O pido gira em torno de um ponto fixo O no eixo de
simetria a uma distdncia 4 do centro de massa. As forcas externas consideradas neste caso sdo as de

vinculos e a da gravidade (Whittaker, 1917).
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Consideremos (A, A, C) os principais momentos de inércia do pido em torno de um referencial

retangular fixo em relacdo ao pido (x,,x,,x,) € movendo junto com o pido (eixos rotativo). Os angulos de
Euler (6, ¢,y) definem a posi¢do dos eixos do pido em relacdo a um eixo inercial fixo (xf X, x;) Os

angulos de Euler definem a transformacdo de coordenadas através de uma matriz de rotagdo (Marion;

Thornton, 1996).

(N

w5

- .\ .1']

Figura 3. Representag@o esquemadtica do pido simétrico sob acdo da gravidade e os angulos de Euler, 0 é
o angulo entre o eixo de simetria e a vertical, ¢ é o dngulo de rotagdo em relagio ao eixo fixo horizontal e

¥ é arotacdo em torno do préprio eixo de simetria do corpo.

Para um corpo rigido qualquer pode-se calcular a energia cinética como
1
T = B D 1,07 (44,

onde T; é o i-ésimo momento de inércia principal e w; é a i-ésima componente do vetor velocidade
angular (Marion; Thornton, 1996).
No caso do pido simétrico, considerando os momentos de inércia (A,A,C) e o vetor velocidade

angular escrito em fungdo dos angulos de Euler, obtém-se

T= %(wf + w§)+%w§ = %(92 +¢* sin’ 0)+%(W+¢cos o) 4.5).

Assim, considerando a relagdo V=Mghcos@ , tem-se a expressdo da lagrangiana do pido simétrico:

Al o . C(r.
L=T-V= 5(92 +¢” sin® 0)+5(w+¢cos0)2 — Mghcos® (4.6).
As coordenadas @ e ¥ sdo ignordveis, visto que a—L = a—L =(0. Assim obtemos as
oy d¢

correspondentes integrais das equacdes de Euler-Lagrange:
oL
—=be a—l,':a 4.7,
Yy 99

onde a e b sdo constantes.

Derivando as respectivas expressdes obtemos as relacdes para as constantes a € b:
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{a = Adsin’ 6+ C(W+¢cos€)cos€ = Agsin® @ +bcosb, 4.8)

b= C(;'V+¢5cost9)
Visando simplificar o sistema de equacdes, Whittaker (1917) sugere uma alteraciio (invariante em

relacdo a equagdo de Euler-Lagrange) na expressao da lagrangiana do pido:

R=L-ag—by
B 2 2 4.9).
R= éﬁz —(ab.;ofe)—b——Mghcosﬁ
2 2Asin” @ 2C
Visto que a relagio ng —gg =( ¢ vdlida, entdo R reduz o problema do pido para uma unica
tdo

dimensdo. As outras coordenadas podem ser calculados por simples integragdes sucessivas, de modo que
todos os esfor¢os devem ser concentrados em resolver o sistema unidimensional equivalente. O termo

b*/2C pode ser ignorado por se tratar de somente uma constante. A energia cinética do sistema reduzido é

A

2
292 e o potencial efetivo é m

— + Mghcos@- Ao aplicar a conservagdo de energia mecanica
2Asin” 6

obtemos uma equagao diferencial para 6(t):

2
Age_ _la=beosOF ) ospre (410)
2 2Asin” 6
onde ¢ é uma constante determinada pelos valores iniciais de (6, @, %) e suas derivadas temporais.

Escrevendo x=cos(0) e reescrevendo a equacio (4.10) tem-se:
A’%? = —(a—bx) —2AMgh(x— x* )+ 2Ac(l— x*) = f(x) @.11).
Podemos fazer algumas observacdes relativas a f(x) e a equagado (4.11):
fy==(a-b) <0,
f(=)=—(a+b) <0,
—1l<x=cosf<l,
Ax* = f(x)>0.
Portanto, para que o sistema tenha uma solugdo fisica vdlida, f(x) deve ser positiva em algum
intervalo Ic[-1,1]. Consequentemente f{x) deve possuir trés raizes reais (polindmio de grau 3) distintas
cos(a), cos(f) e cosh(y) que satisfazem:

—l<cosa<cosfB<l<coshy (4.12).

Fatorando o polindmio f{x) obtemos a seguinte equacao:

24 o 4(x —cos a)(x — cos B)(x —cosh y) (4.13).
Mgh

Seja a seguinte mudanga de varidvel:

2
xzz—Az+1(cosa+cos,B+cosh7)= 24 z+2AC+b (4.14).
Mgh 3 Mgh 6AMgh

Invertendo a relagdo e aplicando para cada raiz do polindmio f(x) obtemos as constantes:
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2
- Mgh cosh 7 — 2 Ac +2b ’
A 12 A
Mgh 2Ac + b
e, =—=>—cos f— —,
P24 p 12A°2
2
e, = Mgh cos o —M, (4.15).
2A 12 A
e, <e, <e,,
e, +e,+e =0,
g2 =-2(ese, +ee, +e,e,),
g3 =4e,e,e,

Aplicando estas relagdes na equacdo 4.13 obtemos a equacdo equivalente:
2’ = f(2) =4(Z—€1)(Z—€2)(Z—€3)=4Z3 828783
| (4.16).
t+e=[4(z—e)z—e,Nz—e;) 24z
A solucdo desta equagdo ¢ a funcdo eliptica de Weierstrass z(f) = (¢t + €) (Whittaker, 1917).

Essa fun¢do é uma fungdo complexa duplamente periddica (periddica no eixo real e imagindria, com

periodos 2w, e 2w;) e satisfaz as relagdes:

P(z+no +mo,) =p(z),ne N/\Im[wl}to,

3

go’(z)2 _ 450(2)3 —g.0()—g (4.17) (Armitage; Eberlein, 2006).
©'(2)* = 4p(2) - (o) 9(2) - (@) 9(2) - P(,))
€, = 50((0,)

Whittaker e Watson (1927) mostram que, se as raizes do polindmio e, <e, <e S0 todas reais,
entdo w; é real e w; € imagindrio puro. Posto isso, lembrando que 0<f<n e f<f<a (desigualdade 4.12), e
considerando 6(0)= 6y= B, podemos verificar que z(t) = g(t + £) deve estar entre as raizes e; € e, para
todo  real positivo:

e, <pt+¢e)<e,,te N (4.18).

Uma vez que w; € puramente imagindrio e que e, = (@, ) , entdo a parte imagindria da constante &
serd 3. No instante inicial x(0)=cos(6y)=cos(f) e dado que @, + @, + w, =0 (Armitage; Eberlein, 2006),
constata-se que

P+ =, =p(w,) = (-0, — 0,
=0, —w +20,+20,) = p(0, + 0,) = (W, + Re{e})

(4.19).

Finalmente podemos agora escrever uma solucdo para o problema do pido, em termos da funcdo

eliptica p(f) e levando em conta uma inclinagéo inicial 8(0)= 6,:

2Ac+b*

—,|(4.20)
6AMgh

2A
0t)=——pt+o+w,)+
(1) nghp( |+ @)

onde e, <e, <e,sdo raizes do polindbmio f(z) ¢ p(w,)=e¢,-
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Para efetuar a modelagem computacional do pido, utilizou-se a expressdo do lagrangiano alterado
R, com o potencial efetivo. A seguir estdo as principais fungdes implementadas na simulagdo

computacional do pido simétrico.

(define (L-piao m g 1 R psi-dot phi-dot theta) ;; lagrangiana do pido
(lambda (local)
(let ((g (coordinate local))
(v (velocity local))
(A (inertia—xx m g 1 R)) ;;momentos de inercia
(C (inertia-zz m g R)))
(let ((a (pphi A C psi-dot phi-dot theta)) ;;constantes a e b
(b (ppsi C psi-dot phi-dot theta)))
(= (* (/ A2) (square V))
(+
(/
(square (- a (* b (cos q))))
(* 2 A (square (sin q))))
(*mgl (cos @)))))))

(define (pend-sysder m g 1 R psi-dot phi-dot theta) ;;derivada do estado do sistema
(Lagrangian—>state—derivative

(L-piao m g 1 R psi-dot phi-dot theta)))

((evolve pend-sysder ;;faz a evolucdo dindmica do sistema

9

1

2

0.1 ;;psi-dot inicial
0 ;;phi-dot inicial
1.1);;theta inicial

1 0);;tinicial, theta—inicial e theta—-dot inicial
(monitor-novo gr) ;;gera o grafico

0.001 ;;incremento de tempo a cada iteragéo

6.0 ;;tempo final

1.0e-9) ;;precisao

Para fins comparativos foram gerados graficos do angulo de nutagdo 6(¢f) (Sussman; Wisdom,
2001) dado pela equacdo (4.20) utilizando o software MATHEMATICA e também com os resultados da
simulagc@o no ambiente Scmutils.

O primeiro conjunto de graficos foi gerado utilizando as condi¢des iniciais ¢ momentos de inércia

dado por Sussman e Wisdom (2001) (pido construido juntando uma haste e um disco circular):

B=0.000066  kg.m’,  A=0.000328  kgm’, ~ Mgh=0.0456  kgm’s’, y, =6, =¢,=0.

W, =140rad /5,6, = 0.1rad,§, = —15rad / s .
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(©

Figura 4. Angulo de nutagdo m-6(r) em fungio de tempo para o conjunto de dados definidos por Sussman

e Wisdom (Structure and Interpretation of Classical Mechanics, 2001, pg. 149). (a) gréfico tirado do

livro de Sussman e Wilson (2001); (b) gerado pelo software MATHEMATICA usando a solu¢d@o analitica;

(c) resultado da simulag@o no ambiente Scmutils (Scheme).

Para os graficos a seguir consideramos um pidio conico com as seguintes especificacdes: M=10 kg,

¢=9.8 ms?, R=2m e L=1m, W, = 6?0 =@, = ¢}0 =0, ¥y, =0.1rad /5,6, =1.1rad .

_zb

1.

-z,

o 2 4 [

(a)

2

(b)

Figura 5. Angulo de nutacdo 4(7): (a) gerado pelo software MATHEMATICA usando a solucdo analitica; (b)

resultado da simulag¢do no ambiente Scmutils (Scheme).

Para o préximo exemplo todos os valores sdo iguais ao do primeiro exemplo, exceto que o pido é

conico e tem dimensdes distintas do primeiro: M=0.1 kg, R=0.01m e L=0.9m.

4 3[

(a)

Figura 6. Angulo de nutagdo
6(r): (a) gerado pelo software
MATHEMATICA usando a solucio
(b)

no

analitica; resultado da

simulagdo ambiente

Scmutils (Scheme).
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5 — Conclusoes

A linguagem de programacao funcional Scheme, em conjunto com a biblioteca Scmutils, mostrou
ser eficiente na simulagdo do movimento do péndulo simples ndo-linear e do pido simétrico, utilizando
um procedimento que consiste em descrever a Lagrangiana computacionalmente, aplicar as equacdes de
Euler-Lagrange para gerar um sistema de equagdes e resolvé-lo para encontrar a equagdo da trajetéria. O
erro maximo encontrado entre a solucdo analitica exata e aquela obtida pela simulagcdo para o caso do
péndulo simples é menor que 10" para os primeiros 25s no caso mais desfavordvel (6,,=0.99m). Foi
verificado também, através da andlise grafica, que para diferentes configuracdes iniciais do sistema fisico
do pido simétrico os resultados da simulagdo concordam com os resultados obtidos através da solucdo
analitica exata.

O uso de uma linguagem de programacgdo funcional para descrever e simular sistemas fisicos
classicos aplicando métodos da mecanica analitica tem um valor didatico importante, visto que encoraja a
precisdo e formalidade na descri¢do dos métodos utilizados na simulagdo, visto que o computador ndao
tolera descri¢des vagas ou constru¢des incompletas (Sussman; Wisdom. 2002).

Os exemplos descritos acima mostram o potencial da utilizacdo da linguagem Scheme na
simula¢do de problemas de mecanica analitica, em situagdes onde se espera uma resposta rapida do
comportamento geral do sistema, sem que haja a necessidade do fornecimento de uma solugdo analitica

formal.
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